14. Vorlesung Wintersemester

1 Koordinatensysteme

Fiir die allermeisten Anwendungen sind folgende Koordinatensysteme geeignet:
1. kartesische (in der Ebene oder im Raum),

ebene Polarkoordinaten,

Zylinderkoordinaten und

= LN

sphérische (Polar-)Koordinaten (auch Kugelkoordinaten).

Kartesische Koordinaten z, y, z haben Einheitsvektoren €, €, bzw. €,, die man oft
auch mit numerischem Index verwendet (um Summen schreiben zu konnen): €, €, €s.
Die Einheitsvektoren sind auf Eins normiert und orthogonal. Beides kann zusammengefasst

werden als
€ - € = bij (1)

_J 0 fir i#j
5”’{1 fir i=j (2)

mit dem Kronecker-Symbol

Im Gegensatz zu den Einheitsvektoren anderer Koordinatensysteme sind die kartesischen
vom Ort unabhéngig und deshalb auch bei Bewegungen konstant.

Mathematisch gibt man fiir Koordinatensysteme auch gerne die Form des Quadrates des
Linienelementes an. Fiir kartesische Koordinaten ist

ds? = dz? + dy? + d22 (3)

Das Linienelement hiangt mit der kinetischen Energie zusammen:

T:’;(ji)z, (4)

so dass man sich nur eines von beiden merken muss.
In Polarkoordinaten r, ¢ kann man die Einheitsvektoren in der Richtung der Zunahme

der jeweiligen Koordinate iiber
Lo or
T 0/ oy

L _or J|or
P 0p/ |0p

konstruieren. Analog geht das auch in den anderen Koordinatensystemen. Um sie konkret
zu berechnen, bendtigt man nur die Transformation zu kartesischen Koordinaten:

(5)

7= pcosy €, + psinp €, (6)

liefert
€p = COs P €, + singp €y, €, = —singp €, + cos p €. (7)



Diese Vektoren sind tatsdchlich orthonormal.

Wenn die Vektoren an einer zeitabhiingigen Position gebraucht werden, also bei 7(t)
bzw. bei (p(t), (t)) muss man beriicksichtigen, dass die Einheitsvektoren nun ebenfalls
zeitabhéngig werden! Die Ableitung ist einfach:

d o d . o
@ep:w&p, &690:*906;)' (8)

Damit lassen sich auch Geschwindigkeit und Beschleunigung entlang der Einheitsvekto-
ren zerlegen. Der Ortsvektor selbst kann némlich als

7= pé, (9)

geschrieben werden, und man erhélt durch Differenzieren

d_ . -
7= P8t ppes (10)
und
az o . s
gz 7= (= p¢)ep + (pp + 2p0)e,. (11)

Den Drehimpuls werden wir auch in Kiirze benttigen. Mit den obigen Ergebnissen er-
rechnet man B _
L =mF x 7=mpé, x (p€, + ppe,) = mp*e,. (12)

Er steht also — wie bei einer zweidimensionalen Bewegung iiblich — senkrecht auf der Bewe-
gungsebene. Wir konstatieren nochmal seinen Betrag:

L =mp*¢p. (13)

Beispiel: Fiir die Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ist

p(t) =R, (p(t) = wt, (14)
und man berechnet d
sowie
d2
v 7= —Ruw?é,, (16)

also die korrekte Zentripetalbeschleunigung.
Schliefllich noch Linienelement und kinetische Energie: aus (6) folgt

dx = dpcosp — pdpsin ¢, dy = dpsin ¢ + pdep cos p, (17)
woraus man
ds? = da? 4 dy? = dp? + p?dp? (18)
bzw. -
T =20+ pP¢) (19)

ausrechnet. Der Faktor p bei dp im Linienelement bedeutet einfach, dass die Verschiebung
im Winkel auf einem Kreis des Radius p erfolgt und so skaliert werden muss.

In anderen Koordinatensystemen kann man genauso vorgehen, um die Einheitsvektoren,
das Linienelement und die kinetische Energie zu konstruieren. Es gibt eine gréflere Anzahl
von Systemen mit orthogonalen Einheitsvektoren, von denen aber nur die beiden néchsten
noch kurz diskutiert werden sollen.



2 Zylinderkoordinaten
In Zylinderkoordinaten lauten die Transformationsgleichungen

T =pcosy, y=psing, z=2z. (20)
Die kinetische Energie wird zu

T:%(p2+p2¢2+2’:2)’ (21)

und das Quadrat des Linienelementes entsprechend
ds? = dp? + p*dyp? + d22. (22)
Die Wertebereiche sind
p=0...00, p=0...2m, 2= —00...+ 0. (23)

Insgesamt benehmen sich Zylinderkoordinaten so wie ebene Polarkoordinaten mit einer
zusétzlichen kartesischen Richtung z.

Ebenen mit einer konstanten Koordinate in zylindrischen Koordinaten.

3 Kugelkoordinaten
In Kugelkoordinaten lauten die Transformationsgleichungen

x=rsinfcosp, y=rsinfsingp, 2z =rcosh (24)
Die kinetische Energie wird zu

="
2

(7*2 + 7267 4 r2 sin? 0¢2) (25)



und das Quadrat des Linienelementes entsprechend
ds? = dr? + r2d6? + r? sin® 0dp?. (26)

Die Faktoren im Linienelement beschreiben wieder die Grofie der zu den Winkeln gehdrenden
Kreise: Radius 7 fiir # und rsin 0 fiir ¢. Die Wertebereiche sind

r=0...00,0=0...m, p=0...27. (27)

Weitere Formeln, z. B. fiir die Vektorableitungen findet man in Formelsammlungen.
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Ebenen mit einer konstanten Koordinate in sphérischen Koordinaten.



