27. Vorlesung Wintersemester

1 Nichtlineare Dynamik: Allgemeines

Eine wichtige neue Erkenntnis zur klassischen Mechanik, die erst durch die Verwendung von
Computern moglich war, ist die verbliiffende Komplexitdt der Losungen selbst von relativ
einfachen Bewegungsgleichungen. Hier soll das am Verhalten des erzwungenen nichtlinearen
Pendels demonstriert werden. Die mathematische Analyse seines Verhaltens ist zwar schwie-
rig, aber Computerdemonstrationen erlauben es, auch ohne den vollen Hintergrund einiges
kennenzulernen.

Die nichtlineare Mechanik hat zu der Einsicht gefiihrt, dass chaotisches Verhalten nur
moglich ist, wenn ein System

1. mindestens durch drei Zustandvariable charakterisiert ist, und
2. nichtlineare Kopplungen in den Bewegungsgleichungen enthélt.

Grob gesagt braucht man nichtlineare Kopplungen, weil lineare Differentialgleichungen,
wie wir gesehen haben, im wesentlichen Losungen haben, die aus periodischen bzw. expo-
nentiell an- oder absteigenden Anteilen bestehen.

Der Begriff der Zustandvariablen taucht auf, wenn man die Bewegungsgleichungen alle
als Differentialgleichungen erster Ordnung schreibt. Fiir die Newtonsche Bewegungsgleichung
z. B. wird so aus & = F//m das gekoppelte System

v=F/m, &=w, (1)

also zwei gekoppelte Differentialgleichungen fiir die beiden Variablen x und v. Diese sind die
Zustandsvariablen, weil man ja beide kennen muss, um die Zukunft des Systems berechnen
zu kénnen.

2 Der Phasenraum

Um die volle Information iiber die Bewegung eines Punktteilchens wiederzugeben, ist es
damit niitzlich, den Phasenraum (engl. phase space) einzufiihren. Er hat die Koordinaten
(z,v) — in der klassischen Mechanik wird meist stattdessen (z, p) verwendet. Die Bewegung
des Teilchens duflert sich dann in der Phasenraumtrajektorie (x(t),v(t)), die also nicht nur
die Bahnkurve, sondern auch die Geschwindigkeit der Bewegung auftrégt.

Beispiel: fiir den ungedédmpften harmonischen Oszillator sind die Phasenraumtrajek-
torien i. A. Ellipsen (meist macht man daraus Kreise, indem die Achsen passend skaliert
werden), und fiir den geddmpften Oszillator Spiralen, die zum Ursprung hinlaufen.

Eine wichtige Eigenschaft der Phasenraumtrajektorien ist, dass sie sich nicht schneiden
diirfen. Der Grund ist einfach, dass die Gleichungen mit Anfangsbedingung (x(0),v(0))
eine eindeutige Losung haben, also miissen zwei Trajektorien, die einen Punkt gemeinsam
haben, zusammenfallen. Bei einem zweidimensionalen Phasenraum wird dadurch die Form
der Trajektorien so sehr eingeschrinkt, dass Chaos nicht moglich ist.



Wenn ein System durch mehr Zustandsgréfien x;, ¢ = 1...n bestimmt wird, hat man die
allgemeine Formulierung
;= Fi(xy...2y), i=1...n. (2)
Man beachte, dass die Zeit auf der rechten Seite auch nicht explizit auftreten darf. Wenn
sie vorkdme, dann koénnte derselbe Punkt im Phasenraum zu verschiedenen Trajektorien
fithren, je nachdem, zu welcher Zeit er erreicht wiirde.

3 Das Fadenpendel

Beim mathematischen Pendel ist eine Punktmasse m iiber einen masselosen Faden der Lénge
l an einem Aufhingepunkt befestigt.

Wegen r = [ = const. formuliert man die Bewegungsgleichungen am besten in Polarkoordi-
naten (r,9):

o= e, (3)
o= 198 (4)
Fo= ey — 1d%e, (5)

Der zweite Sum_rpand in der Beschleunigung entspricht der Zentripetalbeschleunigung durch
die Zugkraft (Fz), die die Bewegung auf einem Kreis hilt und dabei auch die Kompo-
nente der Schwerkraft senkrecht zum Kreisbogen (Fs. ) aufhebt. In tangentialer Richtung
beschleunigend wirkt nur der Schwerkraftsanteil parallel zur Kreislinie (ﬁ 5))- Mit F, S| =
—mgsindey erhalten wir die Bewegungsgleichung fiir den Auslenkwinkel ¥:

mld = —mgsind = 1§+%sin19:0 (6)

Fiir Schwingungen mit kleinen Winkeln ist sin ¢ &~ 1, und es liegt ein harmonischer Oszillator

mit w = ﬂ vor.



In jedem Fall sind ¢ und ¢ = w geeignete Zustandsvariable fiir die Bewegung mit den
Bewegungsgleichungen

I = w (7)
o = —%sinﬁ (8)

Da der Phasenraum hier 2-dimensional ist, ist keine chaotische Bewegung moglich.

4 Bewegungsgleichungen fiir das erzwungene Pendel

Ein Pendel mit Reibung und anregender Kraft (periodisch mit fester Frequenz) hat in der
vertrauten Formulierung die Bewegungsgleichung

mild + 49 + mgsind = A cos(wpt). 9)

Um das in ein System gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung umzuschreiben,
definieren wir .
w=19, wp=¢ (10)

Die Einfithrung des Winkels ¢, der trivial von der Zeit abhéngt:
¢ = wpt, (11)

hat den Zweck, die Zeit nicht mehr explizit in den Bewegungsgleichungen auftreten zu haben.
Das fiihrt zu einem dreidimensionalen Phasenraum.
Man kommt also auf die Bewegungsgleichungen

dd dw w de

— = 4 —sind + fcos, U

E = w, a = wp. (12)

Da wir hier nur am mathematischen Problem interessiert sind, wurden die frei wiahlbaren
Koeffizienten mit ¢ = mTI und f = % zusammengefasst und die Zeiteinheit so gewéhlt, dass
g/l =1 wird.

5 Attraktoren

Im Falle des geddmpften Pendels ohne anregende Kraft ist klar, dass die Trajektorien im
allgemeinen in den Ursprung des Phasenraumes hineinspiralen werden, weil sowohl Auslen-
kung als auch Winkelgeschwindigkeit exponentiell abklingen. Dieser Punkt “zieht” also die
Trajektorien in sich hinein; er ist ein Attraktor.

Im Allgemeinen ist ein Attraktor ein Punkt & im Phasenraum, in dem alle Zeitableitungen
verschwinden, d. h. nach den Bewegungsgleichungen

F(Z) = 0. (13)

Wenn das System sich in diesem Punkt befindet, dann bleibt es also dort.
Speziell fiir das Pendel ohne duflere Kraft sind die Bewegungsgleichungen
dd dw w

- = — = —= —sin?. 14
=Y I . sin ¢ (14)

Fiir einen Attraktor gilt also
w=0, sind=0. (15)

Da der Auslenkwinkel im Intervall (—7, 47| liegt und sich dann periodisch wiederholt, gibt
es zwei Losungen:



1. Der Punkt w = 0, ¥ = 0. Das entspricht der Ruhelage des Pendels, also dem intuitiv
naheliegenden Attraktor.

2. Der Punkt w = 0, ¥ = w. Die physikalische Situation ist die, dass das Pendel im
héchsten Punkt “auf dem Kopf” steht. Offensichtlich ist diese Konfiguration instabil:
jede kleine Stérung wird es hinunterschwingen lassen.

6 Stabilitidtsanalyse

Um die Stabilitdt mathematisch zu untersuchen, benutzen wir ein Verfahren, das immer
wieder niitzlich sein wird: die Linearisierung um den Ruhepunkt herum. Im Prinzip ent-
spricht das der N&herung mit einer linearen Kraft nach dem Hooke’schen Gesetz, und je
nach Vorzeichen der Kraft bekommt man exponentiell fallende oder anwachsende Lésungen,
also Stabilitdt oder Instabilitét.
In der Nihe des Attraktors bei w = 0, ¥ = 0 kann man den Sinus als sin® ~ ¥ ndhern,
und die Bewegungsgleichung wird damit
d2y 1dd9

ev_ v 1
dt? q dt ’ (16)

(jetzt wieder als Differentialgleichung 2. Ordnung geschrieben, um an den harmonischen
Oszillator zu erinnern). Hierin sind die Vorzeichen so, wie es fiir einen geddmpften Oszillator
sein sollte, d. h. die Losungen fallen mit der Zeit exponentiell in den Attraktor zuriick.

Anders ist es fiir den Attraktor bei w = 0, ¥ = w. Wenn man aus diesem Punkt im
Phasenraum auslenkt zu

(w, ™+ AD), (17)
so kann der Sinus genéhert werden als
sind = sin(m + AY) ~ —AY (18)

(man betrachte den Graphen der Funktion an dieser Stelle). Damit wird die Bewegungsglei-

chung zu
d?AY  1dAY

—— A9, 19
de? q dt * (19)
Mit dem vertrauten Ansatz
AD(t) = Ae (20)
erhilt man die Bestimmungsgleichung
a®+alg—1=0 (21)

mit den beiden Losungen

1 1
=——4,4/—+1 22
Ot 2 \/ ype + (22)

Offensichtlich sind beide Werte reell, und zwar a— < 0 und a4 > 0. Man bekommt also
eine exponentiell ansteigende, instabile Losung, die vom Attraktor wegfiihrt und wohl in den
anderen Attraktor iibergeht, und eine abklingende, die genau in diesem Attraktor zur Ruhe
kommt. Letzteres ist die in der Praxis vollig unerreichbare Situation, dass das Pendel genau
so angestoflen wird, dass es nach oben schwingt und durch die Reibung exakt im hochsten
Punkt zur Ruhe kommt.

Das Zusammenspiel der beiden Lésungen sieht man wie folgt: die allgemeine Losung ist

Aﬂ(t) = A+€a+t + A_eo‘*t, UJ(t) = a+A+ea+t + CY_A_ea*t (23)



Wenn die Anfangsbedingung nicht so aussieht, dass Ay = 0 exakt erfiillt ist, wird nach
einiger Zeit immer dieser exponentiell ansteigende Beitrag dominieren und die Trajektorie
sich von diesem Attraktor weg dem anderen zuwenden. Nur fiir A4 = 0 lauft die Trajektorie
entlang der Geraden

w=a_A9 (24)

geradewegs in den Attraktor, wie man sofort aus der Losung sieht. Diese Gerade spielt
die Rolle einer Separatriz. Die Trajektorien auf ihren beiden Seiten laufen jeweils in einen
anderen Attraktor hinein.

Da bei dieser Analyse die lineare Niherung benutzt wurde, ist die Separatrix nur in der
N#he des Atrraktors annihernd eine Gerade. Weiter entfernt wird sie durch nichtlineare
Effekte davon abweichen

Separfatrix Sepdratﬁx

@ stabiler

O Instabiler Attraktor \

Das Bild zeigt einen Uberblick iiber die Phasenraumstruktur (die eingezeichneten Trajek-
torien sind keine Losungen der Bewegungsgleichungen, sondern freihand gemalt). Die Pfeile
an den Trajektorien zeigen die Richtung der Bewegung. Zu beachten ist, dass sich alles im
Winkel periodisch wiederholt; z. B. sind die links und rechts eingezeichneten Separatrices in
Wirklichkeit dieselbe Kurve.



