9. Vorlesung Sommersemester

1 Homogenitit des Raumes

Wenn die Lagrangefunktion gegeniiber einer Verschiebung aller Teilchen gleichzeitig inva-
riant ist, folgt daraus die Impulserhaltung. Es ist im wesentlichen zu zeigen, dass zu einer
generalisierten Koordinate, die eine solche gleichzeitige Verschiebung beschreibt, der zu-
gehorige generalisierte Impuls mit dem gewchnlichen Impuls identisch ist.

Wenn ¢; einer Verschiebung zugeordnet ist, heifit das, dass eine Anderung von gj eine
dazu proportionale Verschiebung der Positionen der Punktteilchen bedeutet:

Ti(q; +0q;) = Ti(g;) +d¢; iy, i=1...N (1)

(alle anderen gy, behalte ihren Wert). 7; ist ein Vektor, der die Verschiebungsrichtung angibt.
Er kann, muss aber nicht, Einheitsvektor sein. Wichtig ist, dass eben fiir alle Punktteilchen
1 dieselbe Verschiebung gilt.
Aus (4) leitet man iiber den Differenzenquotienten die Ableitung her, die ebenfalls un-
abhéngig von ¢ wird::
or;
8L]j

Da nun ¢; eine zyklische Koordinate sein muss, wenn sich L unter der Verschiebung nicht
dndert, ist der zugehorige generalisierte Impuls erhalten:
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Hierin wurde noch angenommen, dass das Potential wie iiblich nicht von den generalisierten
Geschwindigkeiten abhéngt, und die aus der Ableitung der Lagrangegleichung bekannte
Beziehung 07;/9q; = 0F; /0q,; verwendet.

Man sieht also, dass die Projektion des Gesamtimpulses in Richtung der Verschiebung
erhalten ist. Der generalisierte Impuls ist mit dieser Projektion identisch, wenn 7; Einheits-
vektor ist, andernfalls unterscheidet er sich durch einen konstanten Faktor davon.

2 Isotropie des Raumes

Sehr &hnlich geht es mit der Drehinvarianz. Wenn eine generalisierte Koordinate g¢; eine
Drehung beschreibt und die Lagrangefunktion unter dieser Drehung invariant bleibt, so ist
g; zyklische Koordinate und der zugehorige generalisierte Impuls erhalten. Die Wirkung
einer Anderung von gj wird beschrieben durch

7i(g; +0q;) = 7i(qy) + dq; 7ij x 7i(q;), i=1...N, (4)



wobei der Vektor 7i; die Richtung der Drehachse hat. Die Rechnung aus dem vorigen Ab-
schnitt wiederholt sich exakt bis zum letzten Schritt in (3):

pj = Z <mzﬁ gZ) me nj X 7’1 = <Zmlrl X n) .ﬁj — L. (5)

%

Die Komponente des Gesamtdrehimpulses in Richtung der Drehachse ist also erhalten, und
wenn 7; Einheitsvektor ist, ist sie mit dem generalisierten Impuls identisch.

Die Ableitung hat gezeigt, dass Drehimpulserhaltung auch fiir einzelne Komponenten
gelten kann, wenn das System um die entsprechende Achse symmetrisch ist. Bei Zylinder-
symmetrie ist die Komponente in Richtung der Zylinderachse erhalten.

3 Das Noether-Theorem

Die bisher abgeleiteten Sétze sind Spezialfille der allgemeinen Formulierung, die von Emmy
Noether gegeben wurde. Man geht vom Hamiltonschen Prinzip aus:

58 = 5/:2 L(g(t), (1), £) dt = 0. (6)

Der Einfachheit halber wird nur eine generalisierte Koordinate betrachtet; der allgemeine
Fall wird spéter angegeben und enthélt wie {iblich Summen {iber die Koordinaten. Wir
betrachten nun infinitesimale Transformationen der allgemeinen Form

q(t) — ¢ () =q) +eblq,4,1),
t — t"=t+ed(q,q,t) (7)

Darin ist € ein “infinitesimaler Parameter”, d. h. wir werden hohere Potenzen von e ver-
nachléssigen.

Beispiel: fiir eine Zeitverschiebung ist t* =t
1 gesetzt. Die transformierte Bahnkurve ist ¢*(¢
geschrieben werden: ¢*(t*) = q(t* — ¢).

Nun wird angenommen, dass die Wirkung sich nicht dndert, d. h. dass

+¢ d hoes wirdin (7) v = 0 und ¢ =
) = q(t) und muss als Funktion von t*
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Nun liegt es nahe, wieder die Anderung in erster Potenz von € zu berechnen.

ta

S -8 = M (L(q,dq /dti)dt)é_odf' (9)

Da das fiir eine Transformation einer beliebigen Trajektorie gelten soll, muss der Integrand
selbst verschwinden, d. h.

d dt*
— | L(q",dq* /dt*, t*)— =0. 10
& (s e ) (10)

Beachte: an dieser Form sieht man, dass die Bedingung nicht nur Invarianz der Lagran-
gefunktion bedeutet, sondern dass, sobald die Zeit ebenfalls verdndert wird, auch der Faktor
dt* /dt eine Rolle spielt! Es ist eben die Wirkung invariant, nicht die Lagrangefunktion selbst
(wenn die Zeit unveréindert bleibt, also bei rein rdumlichen Transformationen, geniigt es, die
Lagrangefunktion alleine zu betrachten).



Jetzt sind die konkreten Formen einzusetzen: aus (7) folgt zunichst (alles bis auf erste
Ordnung in e):
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Damit wird nun die Bedingung fiir die Invarianz zu
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Der Term in der Zwelten Klammer ist —H, und aus der Ableitung der Energieerhaltung

haben wir schon d—H = — ;- Somit kann folgende Umrechnung
0L d dH d 0L
L——q ¢=— G HO) + 0= -5 (He) — -0, (13)
dt ot
und aus der Invarianzbedingung wird
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de((q,q/ ’)dt>50 dt[anr( aqq>¢} (14)

Das ist das Noether-Theorem. Wenn die Wirkung unter einer Transformation der Koordina-
ten und der Zeit invariant ist, so gibt es eine Erhaltungsgrofie

Q= Qla.d.t) = g—fj’w + (L - g—jq) . (15)

Da bei der Ableitung (an der Stelle, wo dH/dt eingesetzt wurde) die Bewegungsgleichungen
verwendet wurden, gilt die Erhaltung nur fiir die wirklichen Bahnen des Systems.
Zur Ergidnzung: bei mehreren generalisierten Koordinaten wird daraus

Q—Q(ql...qs,q'l...qs,w—Zg—éwﬁ<L—Z§—§qi>¢. (16)

Nach dieser schwierigen Ableitung sind Beispiele notig:

e Fiir eine reine Zeitverschiebung — das entspricht der Bedingung — 9L/dt = 0 — ist,
wie oben gesagt, 1» = 0 und ¢ = 1. Aus dem Noetherschen Theorem sicht man sofort
durch Einsetzen die Erhaltung von

oL .

“H = L= (17)

e Fiir eine rdumliche Verschiebung — die Koordinate ¢q ist zyklisch — wird ¢ = 0 und
1 = 1 und man erhélt sofort die Erhaltungsgréfie p = 0L/0q.

e Die Lagrangefunktion

m . . m
L=5 (@ +d) - 5w (a +a) (18)



ist invariant unter der infinitesimalen Drehung

@ —q—€q, @=cq+q, aso P1=-q, Ya=q, ¢=0, (19)
so dass die Erhaltungsgrofie zu
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Q=—q¢ EYR +q Din q1p2 — q2p1 (20)

also zur Komponente des Drehimpulses senkrecht zur Ebene.

Man bracht nicht zu betonen, dass das Noether-Theorem auch fiir andere Symmetrien an-
wendbar ist und wegen seiner Allgemeinheit spielt es eine grofle Rolle vor allem in der
modernen Feldtheorie.

4 Die Legendre-Transformation

Der Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus erfolgt iiber die sogenannte Legendre-
Transformation. Da sie in der Physik auch anderswo auftaucht (z. B. in der Thermodynamik)
und nicht ganz einfach zu verstehen ist, soll sie hier ausfiihrlicher behandelt werden.

Der Ziel der Transformation ist, in der Funktion L(q,¢,t) die generalisierte Geschwin-
digkeit ¢ zu ersetzen durch den generalisierten Impuls p. Das Schwierige daran ist, dass man
dazu nicht einfach iiber die Beziehung ¢ = ¢(¢,p,t) die Variable in L ersetzen darf: das
wiirde zu einem Verlust an Information fiihren.

Bevor das gekliirt wird, schreiben wir das Problem allgemeinder: in einer Funktion f(x)
soll die Variable x durch u = df/dx ersetzt werden.

Was ist mit “Verlust an Information” gemeint? Verschiedene Funktionen kénnen zu der-
selben transformierten fithren. Ein Beispiel (s. Nolting): Man vergleiche

L(z) = ar® — u=2ax — z=u/(2a) — L(u) =u?/(4a) (21)
mit
L(z) = a(z +b)? — u=2a(x+b) — z=u/(2a) —b — L(p) =u*/(4a). (22)

Die beiden verschiedenen Funktionen ergeben also tatséchlich dieselbe transformierte Version
und es wire etwa unmoglich, aus dem transformierten L das urspriingliche wiederherzustel-
len. Es muss also ein anderes Verfahren her.

4.1 Kurz und biindig

Diese wird in den meisten Biichern gegeben. Man schreibt das Ganze differentiell,

d
df:d—?;dx:ud:r (23)
Wenn man nun eine Funktion ¢ iiber
g=uz—f (24)
bildet, so wird
dg =udz + xdu—df = zdu, (25)

so dass g eine Funktion von u wird und — sehr wichtig — = = dg/du. Riickwiirts geht es

genauso:
f=ur—g, df=udr+zdu—dg=udx (26)

Das sieht nach der Moglichkeit einer Riicktransformation aus, da man so aus der neuen
Funktion g, die ja nur von u etwas weiss, das alte Argument x wiederherstellen kann.



