18. Vorlesung Sommersemester

1 Der Drehimpuls des starren Korpers

Der Drehimpuls des starren Korpers ist etwas komplizierter. Wenn wieder & die Winkelge-
schwindigkeit um die feste Rotationsachse ist, so wird mit Hilfe des doppelten Vektorpro-
duktes
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Das aufregende Neue dabei ist, dass & und L nicht parallel sein brauchen. Sehen wir dazu
ein einfaches Beispiel an, einen starren Korper aus drei Teilchen: sei & = wé, in z-Richtung
und die drei Teilchen, jedes von ihnen mit Masse m, an den Orten 7 = 0, 7 = &, und
73 = €. In obigen Ausdruck eingesetzt gibt das einfach

L =ma, (2)
d. h. die Richtung von L ist in diesem Fall immer noch parallel zu J. Wenn wir aber das
Teilchen 2 etwas schrig verschieben an die Stelle 7 = %(e} +¢€,), wobei |72| = 1 bleibt, so
ist
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also nicht parallel zu !

Interessant ist, dass bei der Rotation um die z-Achse die Position des Teilchens 2 ebenfalls
rotiert; damit rotiert aber auch der 2. Beitrag zum Drehimpuls. Das bedeutet: es muss ein
Drehmoment wirken, das dazu dient, die Rotation um die z-Achse zu erhalten. Ein starrer
Korper muss also i. a. durch Lagerkrifte gezwungen werden, die Rotationsachse einzuhalten.

Eine Ausnahme ist der Fall axialsymmetrischer oder spiegelsymmetrischer Kérper: dann
gibt es im zweiten Term von (1) immer zwei beziiglich der Drehachse gespiegelte Punkte,
deren Beitriage sich aufheben.

2 Die Komponente von L in Richtung von @

Auch wenn der Drehimpuls selbst damit nicht voll beschrieben wird, kann man doch iiber
die Komponente in Richtung der Drehachse einige Aussagen machen. Wir betrachten also

diese Komponente
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Hierin ist
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Zmiw Ty — 2 = m;r 0 = Jw, (5)
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so dass man einfach erhilt
L,=Jw, (6)

es geht also nur der senkrechte Abstand zur Drehachse 7, ein, so dass das Trigheitsmoment
eingesetzt werden konnte.

3 Bewegungsgleichung fiir den Drehimpuls

Die Zeitableitung des Drehimpulses wird zu

dL d. . . L - L
Hierin sind die #duleren Kriifte gemeint (die Kréfte zwischen den Bestandteilen des starren
Korpers dandern duflern sich als Zwangskréifte nur darin, dass die Lage der Teilchen in ihm
erhalten bleibt).

Die Komponente Richtung & ist nun
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Hier wurde benutzt, dass bei der Kreisbewegung die Geschindigkeit eines Teilchens iiber
U =w X 7 = wply gegeben ist (Kreisbewegung in ebenen Polarkoordinaten). Dabei ist ¢ der
Winkel um die Drehachse und p der Abstand zu ihr.

Damit wird

My =Y 1 & Fi=L,=Jw=U7é (9)

Man beachte, dass J konstant ist, da es sich bei der Drehung um die zugehédrige Achse nicht
andert: die senkrechten Abstédnde zur Drehachse bleiben ja konstant.

4 Das physikalische Pendel

Das mathematische Pendel enthélt eine Punktmasse, die durch einen masselosen faden auf-
gehéngt ist. In der Realitdt besteht ein Pendel aus einer Verteilung von Masse, die man eher
durch die Rotation eines starren Korpers um eine feste Achse beschreiben kann.

Sei das physikalische Pendel so fixiert, dass es um die z-Achse rotiert. Die z-Achse weise
nach unten, so dass die Schwerkraft auf Massenpunkt m; als

F, = (mig,0,0) (10)
angegeben werden kann. Die Komponente des Drehmomentes in z-Richtung ist dann
M, = —m;gy; (11)

und das gesamte Drehmoment wird zu

M, = Z M, =—gY miy; = —MgR, (12)



mit R, der y-Komponente des Schwerpunktes. Nun gilt die Bewegungsgleichung
Jé = M, (13)

und auflerdem

R, = Rsing (14)

mit ¢ dem Winkel zwischen der Position des Schwerpunktes und der y-Achse, so dass die
Bewegungsgleichung schliellich zu

Jp = —MgRsin ¢ (15)
wird. Im Fall des mathematischen Pendels war
é = —% sin ¢ (16)

so dass es eine einfache Korrespondenz gibt: Physikalisches Pendel:
M 7- Hierin ist zu beachten, dass J das Trégheitsmoment um die festen Drehachse
ist, die i. a. nicht durch den Schwerpunkt geht.

Fiir ein Punktteilchen ist R =1, M = m, J = ml? und man bekommt das alte Ergebnis
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zuriick, wie es sein muss.

5 Der Satz von Steiner

Es bleibt die Frage, ob die Tridgheitsmomente fiir jede Drehachse neu berechnet werden
miissen, oder ob ein Zusammenhang besteht. Diesen gibt es tatséchlich.

Man betrachte zwei Drehachse, o. B. d. A. in z-Richtung gewahlt, mit Absstand S Zur
Berechnung der Triagheitsmomente brauchen wir die senkrechten Absténde der Massenpunk-
te von der Achse; die Koordinaten werden fiir Achse 1 x,y und fiir Achse 2 z’,y’ genannt.

Dann ist fiir Achse 2:
Zmz 2 + ) (18)

und fiir Achse 1:
J =Y mia} +y7) (19)

Wenn wir die relative Verschiebung der beiden Achsen gegeneinander mit S, und S, be-
zeichnen (S2 + 57 = S?), so wird Achse 1:

j/ B Zml(x? T y?) = ZmZ ((Il - 81)2 + (yz - Sy)2) (20)

und mit Ausmultiplizieren

j’:Zmi(aj?—l—y?)—l—Zmi(Sg—i—Sz 2ZmleS +4:Sy) =T + MS? (21)

falls Achse 1 durch den Schwerpunkt lduft, da in diesem Fall

2o Mmi%i _ 0 (22)

R, =
M



gelten muss. Damit ist der satz von Steiner abgeleitet:
Wenn ein Kdorper um eine Achse rotiert, die nicht durch den Schwerpunkt geht, dann ist
das Tragheitsmoment

J =T+ MS?, (23)

wobei Js das Tragheitsmoment um die dazu parallele Achse durch den Schwerpunkt und S
der Abstand der Achsen ist.

6 Beispiel: Zylinder
Das Trigheitsmoment um die Symmetrieachse ist

1
Js = 5M R? (24)
und damit wird das um eine Achse auf dem Zylindermantel, die parallel zur Symmetrieachse

ist, zu
1
J = 5MR2 + MR? = gMRQ (25)

7 Rollende Bewegung

Ein interessantes Anwendungbeispiel ist die Bewegung eines Zylinders, der ohne Schlupf eine
schiefe Ebene hinunterrollt. Wenn man die Bewegung als Drehung um seine Zentralachse
betrachtet, dann wiirde dabei der Schwerpunkt des Zylinders in Ruhe bleiben, so dass man
noch eine zusétzliche Bewegung iiber den Vektor 5(¢) bekommt, der die Position des Zylinders
inklusive ihrer Bewegungsrichtung beschreibt.

Ein Zylinder mit Radius R rollt eine schiefe Ebene hinunter. In dieser Darstellung wird die
Bewegung als Rotation um seine Achse plus eine Translation mit der Geschwindigkeit §
dargestellt.

Die Geschwindigkeit eines Bestandteils m; des Korpers ist

T =& X7 + 5, (26)



wobei die Ortsvektoren als Ursprung den Schwerpunkt haben sollen (durch den die Achse
des Zylinders geht). Die kinetische Energie wird damit zu
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T = Z%(a}xﬁw)

= % (Jw® + M5%) .

Dabei verschwand der Mischterm, weil in einem Koordinatensystem mit dem Ursprung im
Schwerpunkt gilt ), m;7; = M R = 0. Der erste Term dagegen ist genau die Rotationsenergie
mit dem Trégheitsmoment berechnet um die Achse des Zylinders, welches frither schon als
J = M R?/2 berechnet wurde.

Da der Zylinder ohne Schlupf rollen soll, muss § = Rw sein, so dass man T durch die
generalisierte Geschwindigkeit ausdriicken kann:

T= ZMS‘Q. (28)
Dasselbe Ergebnis ldsst sich auch einfacher erreichen, wenn man beriicksichtigt, dass
dieselbe Geschwindigkeitsverteilung auch bei Rotation um die Achse, auf der der Zylinder

instantan rollt, erhalten wird.
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Alternativ kann man die Kontaktachse mit der schiefen Ebene als Drehachse betrachten.
In diesem Fall wird die Translation mit beschrieben.

Die lokale Geschwindigkeit im Zylinder ist, wenn wir den Ursprung der Koordinaten

beibehalten, gegeben durch
U =& X (T +70) (29)

Der Ausdruck & x 7% hat aber die Richtung von § und als Betrag ($/R)R, ergibt also genau
die Translationsbewegung. Die Geschwindigkeiten der Bestandteile des Zylinders sind also
dieselben wie vorher.

Allerdings konnen wir in diesem Fall die kinetische Energie sofort hinschreiben: das
Trégheitmoment ist nach dem Satz von Steiner jetzt

1 3
J = 5MR2 + MR? = 5MR2 (30)



und damit ist wie oben 3 3
T= ZMR%Q = ZMSQ. (31)

Diese einfachere Ableitung beruht darauf, dass das instantane Geschwindigkeitsfeld in
beiden Fillen identisch ist, und nur davon héngt die kinetische Energie ab. Die wirkliche
Bewegung im zweiten Fall wiirde ja den Zylinder um die Kontaktachse in die schiefe Ebene
hinein rotieren lassen. Man beachte das verschiedene Verhalten der Drehachsen: im ersten
Fall bleibt sie die Symmetrieachse des Zylinders, bewegt sich aber mit der Geschwindigkeit
5, wiahrend sie im zweiten Fall an derselben Stelle bleibt, aber sich auf der Oberfliche des
Zylinders bewegt.

Die potentielle Energie ist (wenn man die z-Koordinate nach oben wihlt

V= Zmigxi = MgR, = Mg(l — s)sina, (32)

wobei [ die Gesamtlinge der schiefen Ebene und R, die xz-Komponente des Schwerpunktes
bezeichnet.
Damit haben wir die Lagrangefunktion

3
L= ZMSQ — Mg(l — s)sina (33)

und damit die Bewegungsgleichung

2
§= ggsina. (34)

Im Vergleich: fiir ein Punktteilchen wire die Rotationsenergie Null, also die kinetische Ener-
gie T = M4?/2 und die Bewegungsgleichung wird dann zu

§=gsina. (35)

Der Zylinder beschleunigt also um den Faktor 2/3 langsamer, weil ein Teil der potentiellen
Energie in die Rotationsenergie gesteckt wird.



